Exemple
Considérons l'application T R? donnée par

3$1 — X2
T(f) = 5371 + 2.’,132
T1+ T2

Nedeice assocee o1 : A (3x2)

A-(TLE) Tiey) - (é "
1 4
TLG) T(R)

T eok- e Su.tdeCiM L Por Qe E&..u, T eob nw.j nc et

nec Ceunenk St A fosse:d,e L0 (.:uo{-,pm .Q/Zéne.
Comme A possedde aum wox. 2 povols, T w'eok pees sy

T et - elle Ln\'\ecfuut_ 2 T Cndecﬁcue e) T(z)-0 L'a

Que Qer 00l. tecocale (H&.12)
= Les wolonnen Ao A nont Qin. cadlependloente.

€& € un pcoohpa& coloane.
s T ent WJ non J)u.rd.

Noyau et image d’une application
Définition 24 (Noyau et image).
Soit T : R™ — R™ une application linéaire.

(
Le noyau de T est noké Wer (T) el ¢ et € ensenble

Kee (D =Y <el | TR)=8] c R

L’image de T est d,éftnée por

Tm (T)= ‘I-i;eﬂ?,ﬂ | Joc e n awee T'(a'&)=gj gfzm
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Exemples T t - &2:2, doance pos

4) TW) - (12)(9:1)
-A A (T) 4
Cr(R) () (3) 1 s
Ve
! Tnman.
. Uer(ry= ¢ P

43y (=) (5)
CHETEN I
= Wer(r) = § (2) l 4:6!?.5 =op°~ﬂ§(f)3 eR”
= T non an\gecﬂ.dﬂ--
2) Soclt T ﬂl%-—» ﬁzz donae por
T)= AX avec A=(gjg)

Trowoen UWer (T) et Im(T)
( Noed.2e )
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Chapitre 2 : Calcul Matriciel

But

On a vu que les systémes d’équations linéaires sont étroitement liés a la

notion de matrice, & travers la matrice des coefficients ainsi que la matrice

augmentée associées. L’étude plus approfondie des matrices fournira des

outils pour la résolution des systémes : AO'{', _Q; Il dx=9
~—

1. Lorsque A est carrée et que l'application Ty associée est bijective,
on utilisera la matrice associée a 'application inverse de T'4.

2. Lorsque la matrice est rectangulaire (n # m), on travaillera avec des
factorisations matricielles.

3. Pour des matrices de grande taille, on pourra les étudier par blocs.

2.1 Opérations matricielles

On note M, xn(R) 'ensemble de toutes les matrices de taille m x n
dont les coefficients sont des nombres réels. Considérons une matrice
A € My»n(R). On utilisera les notations suivantes :

Qan . Oan . N coQonnen
A - ( oo < o .- 0..-,) we Ligaep
Q:M4...0.Mn Q.
~ J ‘e
O = | co brane
J (am') 6
J
A= | Q«ad ) lelem
1ejen
Creunple - A=L1°‘C> AGHU;CQ‘)
—_— -1t g
a—‘Z =0 Q,L3=3
Qze = Y Q37 wexiote oo !
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On notera encore Opxn € Mpyxn(R) la matrice dont tous les coefficients
valent 0, dite matrice nulle, ainsi que I,, € M, y,(R) la matrice carrée
qui a des 1 sur la diagonale et dont tous les autres coefficients sont nuls,
dite matrice identité. o

Lo (49)

04
Addition de matrices
Soient A, B € M« (R). On définit la somme A+ B de la fagon suivante :

Oan --- QLan baa ---ban QutOan . -. . OQuunibag
A-"B = L . : > + ( . : P ( - H
I b;:“ --- bma veo OmenFbrn

Q.ma+bmy
Aelai) eb B=(bz) , obos A+R=(C auec
J J et e
Ci: = O kb, 4:?2”
Multiplication par un scalaire J SEN 14 =n

Pour A € M,,«,(R) et A € R, on définit AA par
PA - 2 K“?‘"' ) - (”‘f“"'mf" )
QAma .- Omn ‘ac;mn )an

St A'(O-c\')) . oL AA=-D - [&i\]) coee

&:Jr-')&id VC‘J H"\;—ﬂ(m)

Théoréme 13. Soient A,B et C' € M, (R) et A, u € R. Alors on a ™"

1. A+ B=B+ A commebatovite

2.(A+B)+C=A+(B+C) assoccatiuibe’ ‘

3. A+ 0pxn=A Omxn ent efceement newlie pows L'addition

4. MA+B) =M +\B dinbrbubivike’ mixte

5. A+ u)A =X A+ uA " “

6. (An)A = A(pA) associativibe mixke

7D A=A dem!

8.0 A=0mun

Ces propriétés découlent de la définition de 'addition des matrices, de
la multiplication par un scalaire et des propriétés de R.

ex: a demontrec ()
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Multiplication de matrices
La définition de la multiplication de deux matrices A et B découle natu-
rellement de la composition des applications linéaires T’y et T'’g associées.

Définition
Soient T : RO — R” ot Ty + B2 = R™ des applications. On définit

l'application composée Ty o Tg i ]Rp — R™ par
- :x' —> TA°T (‘)C) T (T la.)) em.

\/‘ 1& mpo&-b"on S eﬁeclue

Ta® T.‘:B Qe deoile a am&c&e
Remarque : Si Ty et Ts sont linéaires, alors 'application composée
Ty oTs est aussi linéaire. d.e'f comp- Tgia.

I e

(T,*Tg) mg TalTg (K1) = T, (AT ()

Tabia. - -
LTy (Tgldr) = 2 (TR Ta )
d.éf. comp.

- h

<
e 2 me'e en exocice

Conséquence : La matrice associée a l'application Ty o T existe.

2 3
Exemple TB R~ M T, 123 - n{'
e 3 . (;.3) eht&xzm’) auec As jz.(; fq) e“zx's('Z)
34

Ao T 3
® %= [’;‘z) e Tgl£) = (z-a) ::_)- Wa-%2 | R
‘39:.4-3(-:

Y
- 3 ™ (2 . 14 0 4 ! . 34+33 >
® gem afors IA[:’) : (_2_3_4 ) (;;) § (-2344-532-33)5&

Prenons comuwe S Le vectewr TglX).
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3%q+ Xy '29‘4“'5(2914-12)-(3"4*1:)

) Uotq + X2 ( (PR ( Ky )
) (5%-6*1 5-¢) '\
o N—— . -
(%) mekicee eon. astoceec &

- 40 x4 Xy +DKAFX
Th (Tg[a,)) : ('25-4) \zx.,.sc-b > . ( )

|

A.

T,

3.

Celerlons Ouusst _ e
(AF aB) o Ely) ok Rl e

caeoanSdu:B
A, (.;‘;i)[}b)&(‘é)
- ()1

On '-d-,rowc Len coﬂ.onncs d.e 0o wodiice (%)

AfB‘ (AB AB)  engp®)

@x3) (3x4)

A/

4
(2%4) (2x4)

)} m
Définition 25 (Produit matriciel).

Soient A € Myxn(R) et B € M,«»(R) deux matrices. Alors le produit
AB est défini par

AB- (Ab .- Ab) oi CE ££° bp)
auec b\) ﬁl %{;L&. caloane

n  de D
Lemeuque : Ab elR , donc ABeMmxp m—)

Je faut que de wobee de cof. de A suit el
a Wombae ole -Uaacs de B.

68



Reégle ligne-colonne
Si A€ Mpxn(R) et B € M,«,(R) sont des matrices, alors leur produit

C' = AB est donné par C' = (¢;5) ol A%
(a,. o Qay (bfj ) c.:,)
‘O‘.m.. .. O.:a.n ) bl\\~s C;'“
2 . - Q. b P S 3 0..‘, bn'
Q:a LQJ + Qg '-\) n d
S | {'. L .(-e odaate
= K?‘ Q; bud Cod eat Ac. comp

due veckeus A% efz,m

Exemple E {9:\‘. o 9.2+ 0-[4))r [2-440:4
| =0 ) (L) - (G, B
'-._.‘ LS

.
o & 0-ZF Q.(-4) O-1+424
A ) L
Paa®  eM®) €M (®)
|
('-t 2 /
- 9 o
2 =2 2 0/
Cu = T Qe by = Rybut b, , -.- Y
W4

k3
leza
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Théoréme 14. Soient A € M,«n(R) une matrice et B et C' des ma-
trices telles que les expressions ci-dessous soient définies. On a

1. A(BC) = (AB)C ( assoccalive )
9. AB+C)=AB+ AC | dinbrebutine)
3. (A+B)C=AC+BC [ o« )
4. M(AB) = (M)B = A(AB) pour tout A € R
5. A= ALy = InxnA Lo pobrice tdenlch ent €€ uente
Ilustration pows Lo weneh.
4. Composce de 3 applications: AeMpxn “L))
q Be Mnxp (2
iy Te "’p n CeMpxq (R)

m
T )
ABCeHm,qUU

T &) . A(Bca))

AscC

5. A - A-Lmtn

DA™

r\m\ en-L LD. ma,-‘:tac.c_ ca.nm..q\.c.ewen-l- assocde'e

@ ),Oppbmﬂ_m (J.enf.d-e (id) dang \2

A Imxm

D7 )7 @
Tmxm et Lo makree can. associce o
e':dentote dans ™.

Au aivtom dr Lo compos:ition ol ogplication, on @
'TA%',oL - ed.oaA N
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Remarques importantes concernant les propriétés du produit
matriciel
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